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章节框架介绍与示例



章节结构

• 主题：研究最大值的极限分布
• 3.1：累积分布函数 F 在满足什么条件时，能使这个极限分布存在？退一

步讲，能否使中心化和标准化后的 Mn 依分布收敛于某个分布？
• 3.2：如果真的能收敛于一个简单的分布（不是 0 或 1 那样的常数），那

么这个分布是什么？
• 3.3：我怎样知道，对于给定的 F，它会收敛于极值分布中的哪一个？与

中心极限定理相似，仿射变换的参数序列 cn 和 dn 到底是什么？
• 3.4：能否把三种极值分布归为一类？这些分布又跟广义帕累托分布
（GPD）有什么关系？
• 3.5：有没有比依分布收敛更强的结论？（如几乎处处收敛）
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凡例

定义、命题、定理、引理或推论
公式、定理编号均与原书相同。

图片的源代码均可在个人主页上找到。

评论
对应原书 Remark 部分。

例题
本章例题较多。

对应原书位置可以在脚注中找到 4/91

https://yuanzhuang.xyz/post/fluctuations-of-maxima/


3.1 Limit Probabilities for Maxima



最大值随机变量的累积分布函数

• X, X1, X2, . . . 为 iid、非退化的随机变量，累积分布函数为 F；

• 定义样本最大值 Mn：

M1 = X1, Mn = max (X1, . . . , Xn) , n ≥ 2

• 对于 iid 的 X1, X2, . . .，有：

P (Mn ≤ x) = P (X1 ≤ x, . . . , Xn ≤ x)
iid

= P (X1 ≤ x)× . . .× P (Xn ≤ x) = F n(x), x ∈ R, n ∈ N
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最大值随机变量的收敛性

• 定义 xF 为 F 的右端点，即 xF = sup{x ∈ R : F (x) < 1}；

• 若 x < xF：
P (Mn ≤ x) = F n(x) → 0, n→ ∞

• 若 xF ≤ ∞, x ⩾ xF：

P (Mn ≤ x) = F n(x) = 1

• Mn 是 n 的单调不减函数，则可以印证一个直觉性的结论：

Mn
a.s.−−→ xF , n→ ∞ (3.1)
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寻找仿射变换下的收敛

• 是否存在两列数 cn > 0，dn ∈ R，使得

c−1n (Mn − dn)
d−→ H, n→ ∞ (3.2)

• 下式中，un = cnx+ dn：

H(x) = P
(
c−1n (Mn − dn) ≤ x

)
= P (Mn ≤ cnx+ dn) = P (Mn ≤ un) (3.3)

• F 满足什么性质时，P (Mn ≤ un) 能够有收敛性，并不要收敛于一个简
单的数？
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泊松近似

Proposition 3.1.1 (Poisson Approximation)
对于给定 τ ∈ [0,∞] 和一列实数 (un)，下面两式等价：

nF̄ (un) → τ, (3.4)
P (Mn ≤ un) → e−τ . (3.5)

Page 116，证明见讲义 8/91



泊松近似（cont’d）

Remark：泊松近似的来源
在 0 ≤ τ <∞ 时，令

Bn =
n∑
i=1

I{Xi>un} ∼ B
(
n, F̄ (un)

)
则

Bn
d−→ Poi(τ) ⇐⇒ E(Bn) = nF̄ (un) → τ

于是有：
P (Mn ≤ un) = P (Bn = 0) → exp{−τ}

Page 116 9/91



在何时，P (Mn ≤ un)会收敛于简单的 0或 1

Corollary 3.1.2
假设 xF <∞ 且

F̄ (xF−) = F (xF )− F (xF−) > 0.

那么对于任意的序列 (un) 都有：

P (Mn ≤ un) → ρ,

要么 ρ = 0，要么 ρ = 1。

Page 117，证明见讲义 10/91



在何时，P (Mn ≤ un)会收敛于简单的 0或 1（cont’d）

Corollary 3.1.2
如果一个分布在很接近右端点（右端点有限大）处仍有跳，Mn 的非退化极
限分布不存在。

Page 117，证明见讲义 11/91



无穷大右端点下的收敛条件

Theorem 3.1.3
令 F 为具有右端点 xF ≤ ∞ 的累积分布函数，再令 τ ∈ (0,∞)。存在满足
nF̄ (un) → τ 的序列 (un)，当且仅当

lim
x↑xF

F̄ (x)

F̄ (x−)
= 1 (3.6)

当 F 为离散型分布时，F̄ (x−) = F̄ (x− 1)。

Page 117 12/91



几个无穷大右端点下离散分布的例子

Example 3.1.4–3.1.6
对于 Poisson 分布、几何分布和负二项分布，证明式 3.6 并不成立：

lim
x↑xF

F̄ (x)

F̄ (x−)
= 1 (3.6)

Page 118–119，证明见讲义 13/91



3.2 Weak Convergence of Maxima
Under Affine Transformations



最大稳定分布

收敛到的分布是什么？

Definition 3.2.1最大稳定分布
如果对于 iid 的 X, X1, . . . , Xn，有合适的序列 cn > 0，dn ∈ R 和每个
n > 2，都有：

max (X1, . . . , Xn)
d
= cnX + dn (3.7)

则称一个非退化的随机变量 X（对应的分布或累积分布函数）是最大稳定
的。则有：

c−1n (Mn − dn)
d
= X (3.8)
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最大稳定分布和最大值极限分布的关系

Theorem 3.2.2最大稳定分布和最大值极限分布的关系
最大稳定分布刚好就是任意可能的独立同分布随机变量最大值（经过中心
化标准化）的极限分布。

证明方式：两种分布是“同一种”、“同一类”。
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同分布（same distribution）和同类（same type）

定义
同分布（same distribution）为：

X
d
= Y

同类（same type）为，存在 a ∈ R 和 b > 0，有：

X
d
= bY + a

Page 554，A1.5 16/91



向某类型收敛（Convergence to Types）
Theorem A1.5：Convergence to Types Theorem
令 A,B,A1, A2, . . . 为随机变量，bn > 0, βn > 0, an, αn ∈ R 为常数，假设
b−1n (An − an)

d−→ A，那么下面的关系：

β−1n (An − αn)
d−→ B (A.2)

成立，当且仅当

lim
n→∞

bn/βn = b ∈ [0,∞), lim
n→∞

(an − αn) /βn = a ∈ R. (A.3)

如果 (A.2)成立，那么 B
d
= bA+ a，且 a, b是唯一能让关系成立的常数。

Page 554，A1.5 17/91



向某类型收敛（Convergence to Types, cont’d）

Theorem A1.5：Convergence to Types Theorem
令 A,B,A1, A2, . . . 为随机变量，bn > 0, βn > 0, an, αn ∈ R 为常数，假设
b−1n (An − an)

d−→ A，那么下面的关系：

β−1n (An − αn)
d−→ B (A.2)

成立，当且仅当

lim
n→∞

bn/βn = b ∈ [0,∞), lim
n→∞

(an − αn) /βn = a ∈ R. (A.3)

当 (A.2)成立，A非退化当且仅当 b > 0，A和 B属于同一类。

Page 554，A1.5 18/91



非高斯领域的中心极限定理：Fisher-Tippett theorem
Theorem 3.2.3: Fisher-Tippett theorem
让 (Xn) 是独立同分布随机变量序列。如果存在规范化参数 cn > 0，dn ∈ R
和一些非退化的累积分布函数 H 使得

c−1n (Mn − dn)
d−→ H, (3.9)

那么 H 属于以下三种分布的其中一种：

Fréchet：Φα(x) =

{
0, x ≤ 0
exp {−x−α} , x > 0

α > 0.

Weibull：Ψα(x) =

{
exp {−(−x)α} , x ≤ 0
1, x > 0

α > 0.

Gumbel：Λ(x) = exp
{
−e−x

}
, x ∈ R.Page 121 19/91



Fisher-Tippett定理中的三种分布

Page 122，Fig 3.2.4，Fréchet 和 Weibull 分布的 α 都选为 1。 20/91



Fisher-Tippett定理的可视化
相关 R代码
library(shiny)

runUrl(”https://yuanzhuang.xyz/uploads/EVT/FTG.zip”)
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Fisher-Tippett theorem的证明思路

对于所有 t > 0，有：

F [nt]
(
c[nt]x+ d[nt]

)
→ H(x), x ∈ R

也有：
F [nt] (cnx+ dn) = (F n (cnx+ dn))

[nt]/n → H t(x)

由 Covergence to types theorem，存在函数 γ(t) > 0, δ(t) ∈ R 满足

lim
n→∞

cn
c[nt]

= γ(t), lim
n→∞

dn − d[nt]
c[nt]

= δ(t), t > 0,

且
H t(x) = H(γ(t)x+ δ(t)) (3.10)
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Fisher-Tippett theorem的证明思路（cont’d）

由
H t(x) = H(γ(t)x+ δ(t)) (3.10)

有
γ(st) = γ(s)γ(t), δ(st) = γ(t)δ(s) + δ(t) (3.11)

上述函数方程有三类解。

Page 122，逻辑推导见讲义 23/91



关于 Fisher-Tippett theorem的几点注意事项：仿射变换

• 极限定理在仿射变换下也成立，只不过需要更换规范化参数。如果：

lim
n→∞

P
(
c−1n (Mn − dn) ≤ x

)
= H(cx+ d)

那么，对于 c̃n = cn/c 和 d̃n = dn − dcn/c，有

lim
n→∞

P
(
c̃−1n

(
Mn − d̃n

)
≤ x

)
= H(x)
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关于 Fisher-Tippett theorem的几点注意事项：Weibull分布的定义

• 我们学过的 Weibull 分布定义域一般在 [0,+∞) 上：

Fα(x) = 1− e−x
α

, x ≥ 0

• 书中的 Weibull 分布和我们学过的 Weibull 分布可以这样转换：

Ψα(x) = 1− Fα(−x), x < 0

• 部分精算教材中将 Ψα(x) 称为“Weibull EV”，但在本书中，为了传统，
还是使用 Ψα(x) 作为 Weibull 分布。
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关于 Fisher-Tippett theorem的几点注意事项：极值分布间的关系

• 虽然三种分布看起来十分不同，但它们有这样的转换关系：

X has df Φα ⇐⇒ lnXα has df Λ ⇐⇒ −X−1 has df Ψα

Denition 3.2.6
在定理 3.2.3 中列出的 Φα,Ψα 和 Λ 叫作标准极值分布，相应的随机变量叫
标准极值随机变量。Φα,Ψα 和 Λ 这一类的分布叫作极值分布，相应的随机
变量叫极值随机变量。
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标准极值分布的最大稳定特性

• Fréchet: Mn
d
= n1/αX

• Weibull: Mn
d
= n−1/αX

• Gumbel: Mn
d
= X + lnn

Page 124 27/91



在不同的 F 下，各自最大值的极限分布是什么？

Example 3.2.7指数分布最大值的极限分布
P (Mn − lnn ≤ x) = (P (X ≤ x+ lnn))n

=
(
1− n−1e−x

)n
→ exp

{
−e−x

}
= Λ(x), x ∈ R
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从图像查看最大值的依分布收敛特性：指数 VS Gumbel

Page 126，Fig 3.2.9，上半部分 29/91



使用 Gumbel分布近似多个指数变量最大值的相对误差

Page 126，Fig 3.2.9，下半部分 30/91



在不同的 F 下，各自最大值的极限分布是什么？（cont’d）

Example 3.2.8柯西分布最大值的极限分布
柯西分布的 df 为：

f(x) =
(
π
(
1+ x2

))−1
, x ∈ R

所以有：

lim
x→∞

F̄ (x)

(πx)−1
= lim

x→∞

f(x)

π−1x−2
= lim

x→∞

πx2

π (1+ x2)
= 1

也就是 F̄ (x) ∼ (πx)−1。
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在不同的 F 下，各自最大值的极限分布是什么？（cont’d）

Example 3.2.8柯西分布最大值的极限分布

P
(
Mn ≤ nx

π

)
=

(
1− F̄

(nx
π

))n
=

(
1− 1

nx
+ o(1)

)n

→ exp
{
−x−1

}
= Φ1(x), x > 0
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从图像查看最大值的依分布收敛特性：柯西 VS Fréchet

Page 127，Fig 3.2.10，上半部分 33/91



使用 Fréchet分布近似多个柯西变量最大值的相对误差

Page 127，Fig 3.2.10，下半部分 34/91



不同 N下，最大值确切分布与极值分布的相似程度
相关 R代码
library(shiny)

runUrl(”https://yuanzhuang.xyz/uploads/EVT/FTGApproximation.zip”)
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3.3 Maximum Domains of
Attraction and Norming
Constants



动机

• cn 和 dn 应该怎样选取？（其实在上一节中已经告诉了我们）

• 如何很快就知道，分布 F 下最大值的极限分布是 Fréchet、Weibull 和
Gumbel 中的哪一个？（最大吸引域和冯∙米塞斯条件）

Page 128 36/91



最大吸引域

Definition 3.3.1

如果存在常数 cn > 0, dn ∈ R 满足 c−1n (Mn − dn)
d−→ H，就说随机变量 X

（X 的累积分布函数 F，X 的分布）属于极值分布 H 的最大吸引域。该关
系可写为 X ∈ MDA(H) (F ∈ MDA(H))。

上述条件也相当于在说：

lim
n→∞

P (Mn ≤ cnx+ dn) = lim
n→∞

F n (cnx+ dn) = H(x), x ∈ R

Page 128 37/91



最大吸引域的表征（后续证明最大吸引域的方式）

Proposition 3.3.2
F 属于极值分布 H 的最大吸引域，具有规范化参数 cn > 0, dn ∈ R 当且仅
当

lim
n→∞

nF̄ (cnx+ dn) = − lnH(x), x ∈ R.

H(x) = 0 时，极限视作 ∞。

Page 128，证明直接使用 Poisson 近似 38/91



其它已讨论过的基础知识

• 正则变化相关知识（附录 A3.1）
• 尾等价（Definition 3.3.3）

Definition 3.3.5：分位数函数

F←(t) = inf{x ∈ R : F (x) ≥ t}, 0 < t < 1

定义了 F 的 t 分位数。

Page 129-130 39/91



3.3.1 Fréchet分布的最大吸引域



cn的选取：F 的 1− 1/n分位数

cn = F←
(
1− n−1

)
= inf

{
x ∈ R : F (x) ≥ 1− n−1

}
= inf{x ∈ R : (1/F̄ )(x) ≥ n}
= (1/F̄ )←(n).

(3.13)

dn 为 0，也就是不需要中心化。
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Φα最大吸引域的充要条件：F 尾部正则变化，参数为 −α

Theorem 3.3.7：Φα的最大吸引域
F 属于 Φα, α > 0 的最大吸引域，当且仅当 F̄ (x) = x−αL(x)（也就是
F̄ ∈ R−α），其中 L 是某种慢变函数。

如果 F ∈ MDA(Φα)，那么

c−1n Mn
d−→ Φα, (3.14)

其中 cn 是 F 的 1− 1/n 分位数（即式 3.13）。

Page 131，证明见讲义 41/91



是否存在更简单、更易辨识的 F ∈ MDA(Φα)条件？

Corollary 3.3.8：von Mises condition
令 F 绝对连续，具有密度函数 f，其满足

lim
x→∞

xf(x)

F̄ (x)
= α > 0, (3.16)

那么 F ∈ MDA(Φα)。

这是一个充分条件，而不是充要条件。
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最大吸引域中是否还存在其它分布？

Proposition 3.3.9：Closure property ofMDA(Φα)

令 F 和 G 是累积分布函数，假设 F ∈ MDA(Φα) ，其正规化参数为
cn > 0，也就是说

lim
n→∞

F n (cnx) = Φα(x), x > 0. (3.17)

那么
lim
n→∞

Gn (cnx) = Φα(cx), x > 0,

当且仅当 F 和 G 尾等价：

lim
x→∞

F̄ (x)/Ḡ(x) = cα.

Page 132 43/91



Fréchet分布最大吸引域中的分布是什么？

• 是满足 von Mises 条件的分布和与它们尾等价的分布；

• 是 F̄ 以 −α 为参数正则变化的分布；
• 具体来说，是：

1. Cauchy（Example 3.2.8）
2. Pareto
3. Burr
4. Loggamma（Example 3.3.11，接下来有案例）
5. α < 2 的稳定分布

Page 133，Page 153 Table 3.4.2 44/91



寻找 Loggamma的 cn

Example 3.3.11：Loggamma distribution
Loggamma 分布有尾：

F̄ (x) ∼ αβ−1

Γ(β)
(ln x)β−1x−α, x→ ∞, α, β > 0. (3.18)

代入 cn 是 F 的 1− 1/n 分位数，解得：

cn ∼
(
(Γ(β))−1(lnn)β−1n

)1/α

Page 134 45/91



Loggamma分布的尾部行为来自于其密度函数

参考资料：Hogg, R. V. and Klugman, S. A. (1984), Loss Distributions, Wiley. 46/91



3.3.2 Weibull分布的最大吸引域



Recall：Weibull和 Fréchet分布的关系

• X has df Φα ⇐⇒ −X−1 has df Ψα

• 可以预料到 Weibull 最大吸引域的条件和 Fréchet 非常相似，可能只需
要做变量变化

• 不同之处：在 Weibull 最大吸引域中的分布 F 都有有限的右端点 xF

Page 123-124，Page 134 47/91



cn和 dn的选取

• cn = xF − F←
(
1− n−1

)
• dn = xF

• cn 即是 F 的 1− 1/n 分位数到右端点的距离

• dn 即是右端点 xF

Page 135 48/91



Ψα最大吸引域的充要条件：F (xF − x−1)尾部正则变化，参数为 −α

Theorem 3.3.12：Ψα的最大吸引域
F 属于 Ψα, α > 0 的最大吸引域，当且仅当 xF <∞ 且
F̄ (xF − x−1) = x−αL(x)（也就是 F̄ (xF − x−1) ∈ R−α），其中 L 是某种慢变
函数。

如果 F ∈ MDA(Ψα)，那么

c−1n (Mn − xF )
d−→ Φα, (3.20)

其中 cn、dn 分别为：F 的 1− 1/n 分位数到右端点的距离和右端点 xF。

Page 135，充分性证明见讲义 49/91



Weibull最大吸引域的 von Mises条件以及MDA(Ψα)的封闭性

• Weibull 的 von Mises 条件仅与 Frechet 的略有不同，不同之处来源于
变量变换（Corollary 3.3.13）：

lim
x↑xF

(xF − x) f(x)

F̄ (x)
= α > 0 (3.23)

• MDA(Ψα) 在尾等价下封闭（Proposition 3.3.14）。也即：MDA(Ψα) 中
包含满足 von Mises 条件的分布，还有与这些分布尾等价的分布。
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Weibull最大吸引域中的具体分布

分布名称 密度函数或生存函数 cn dn

均匀分布 f(x) = 1, 0 < x < 1 n−1 1
Power law at xF F̄ (x) = K (xF − x)α (Kn)−1/α xF

Beta 分布 f(x) =
Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)
xa−1(1− x)b−1

(
n

Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b+ 1)

)−1/b
1

三个分布分别对应 Example 3.3.15、Example 3.3.16、Example 3.3.17。

Page 137，Page 154 Table 3.4.3，由于过长公式无法显示，略去了部分分布的参数取值范围 51/91



Karamata Theorem：对慢变函数的积分
Theorem A3.6：Karamata定理
令 L ∈ R0 在 [x0,∞) 上局部有界，x0 ≥ 0。那么：

（a）对于 α > −1，∫ x

x0

tαL(t)dt ∼ (α + 1)−1xα+1L(x), x→ ∞,

（b）对于 α < −1，∫ ∞
x

tαL(t)dt ∼ −(α + 1)−1xα+1L(x), x→ ∞.

Page 567，Jovan Karamata（1902-1967），塞尔维亚数学家 52/91



Karamata Theorem：积分项中含正则变化项的积分

参考资料：Kevei, P (2019), Regularly varying functions [Download] 53/91

https://www.math.u-szeged.hu/~kevei/tanitas/1819regvar/RegVar_notes.pdf


Beta在Weibull分布最大吸引域中

Example 3.3.17：Beta distribution

f(x) =
Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)
xa−1(1− x)b−1, 0 < x < 1, a, b > 0

Page 137，解答见讲义 54/91



3.3.3 Gumbel分布的最大吸引域



Gumbel最大吸引域与 Fréchet和Weibull分布的不同

• Gumbel 最大吸引域和正则变化没有直接联系

• 很多重尾和轻尾分布都在 Gumbel 分布的最大吸引域中

• Gumbel 分布最大吸引域中的分布有些有无限的右端点 xF = ∞，有些
只有有限的右端点（xF <∞）
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von Mises函数

Definition 3.3.18: von Mises function
令 F 为累积分布函数，右端点为 xF ≤ ∞。假设存在 z < xF 使 F 有如下
表示：

F̄ (x) = c exp

{
−
∫ x

z

1
a(t)

dt

}
, z < x < xF , (3.24)

其中 c 是某个正数，a(·) 是正且一致连续的函数，导数 a′ 存在，且
limx↑xF a

′(x) = 0。那么 F 叫作 von Mises 函数，函数 a(·) 被称为 F 的辅助
函数。
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很多常见分布函数的生存函数都是 von Mise函数

• 指数分布（Example 3.3.19）

• Weibull 分布（Example 3.3.20）

• Erlang 分布（Example 3.3.21）
• 有限右端点下的指数行为（Example 3.3.22）

• 右端点下的可导性（Example 3.3.23）

Page 139，证明见讲义 57/91



von Mise函数的特点
Proposition 3.3.24: Properties of von Mises functions
每个 von Mises 函数 F 在 (z, xF ) 上都绝对连续，密度函数 f 为正。辅助函
数可以选为 a(x) = F̄ (x)/f(x)。另外，下面的特点都成立：

(a) 如果 xF = ∞，那么 F̄ ∈ R−∞ 且

lim
x→∞

xf(x)

F̄ (x)
= ∞. (3.26)

(b) 如果 xF <∞，那么 F̄
(
xF − x−1

)
∈ R−∞ 且

lim
x↑xF

(xF − x) f(x)

F̄ (x)
= ∞. (3.27)

Page 140，证明见讲义 58/91



快变函数

Definition A3.11: Rapid Variation
一个在 (0,∞) 上正的，勒贝格可测的函数 h 是快速变化的，参数为 −∞

（写为 h ∈ R−∞），如果：

lim
x→∞

h(tx)

h(x)
=

{
0 if t > 1,
∞ if 0 < t < 1.
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正则变化函数与快变函数的表示定理

Theorem A3.12(b): Properties of functions of rapid variation
如果 h ∈ R−∞，那么存在函数 c 和 δ，满足 c(x) → c0 ∈ (0,∞)；
δ(x) → −∞, x→ ∞ 。且对于某些 z > 0，

h(x) = c(x) exp

{∫ x

z

δ(u)

u
du

}
, x ≥ z. (A.14)

反之亦然。
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正则变化函数与快变函数的表示定理（cont’d）

Theorem A3.3: Representation theorem for regularly varying functions
如果 h ∈ R−∞，那么存在函数 c 和 δ，满足 c(x) → c0 ∈ (0,∞)；
δ(x) → α, x→ ∞ 。且对于某些 z > 0，

h(x) = c(x) exp

{∫ x

z

δ(u)

u
du

}
, x ≥ z. (A.12)

反之亦然。
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Gumbel最大吸引域的 von Mises条件

Proposition 3.3.29: von Mises functions andMDA(Λ)

假设 F 是 von Mises 函数，那么 F ∈ MDA(Λ)。正规化参数为：

dn = F←
(
1− n−1

)
and cn = a (dn) ,

其中 a 是 F 的辅助函数。

Page 141，证明见讲义 62/91



Gumbel最大吸引域的充要条件

Theorem 3.3.26: Characterisation I ofMDA(Λ)

F 属于 Λ 的最大吸引域，当且仅当有 z < xF 使 F 有表示：

F̄ (x) = c(x) exp

{
−
∫ x

z

g(t)

a(t)
dt

}
, z < x < xF , (3.33)

c 和 g 是可测函数，满足 c(x) → c > 0, g(x) → 1, x ↑ xF，a(x) 是正的、绝
对连续的函数。其密度 a′(x) 有 limx↑xF a

′(x) = 0。
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Remark：Gumbel最大吸引域的充要条件

• 定理 3.3.26 中，dn = F←
(
1− n−1

)
, cn = a (dn)；

• a(x) 的其中的一个选取为： ∫ xF

x

F̄ (t)

F̄ (x)
dt (3.24)

这其实就是 E(X − x | X > x)。（mean excess）
• 很多种表示其实都可接受，如：F̄ (x) = c(x) exp

{
−
∫ x
z

1
a(t)

dt
}

，这本质
上来源于 c 和 g 之间的权衡。
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Gumbel最大吸引域的另一种充要条件

Theor 3.3.27: Characterisation II ofMDA(Λ)

累积分布函数 F 属于 A 的最大吸引域，当且仅当存在正函数 ã 使下列等式
满足：

lim
x↑xF

F̄ (x+ tã(x))

F̄ (x)
= e−t (3.36)

可能的 ã = a 如式（3.34）所示。
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Gumbel分布最大吸引域中的分布是什么？

• MDA(Λα) 在尾等价下封闭（Proposition 3.3.28）。

• 是生存函数为 von Mises 函数的分布和与它们尾等价的分布；
• 具体来说，是：

1. 指数分布
2. Gamma 分布
3. 正态分布
4. 对数正态分布
5. 尾部的指数行为（F̄ (x) = K exp

{
− α
xF−x

}
, x < xF , α,K > 0）

6. Benktander-type-I 和 Benktander-type-II 分布

Page 144, Page 145, Page 155 Table 3.4.4 66/91



使用 Gumbel近似 iid正态分布的最大值

Example 3.3.29 Normal distribution

dn = (2 lnn)1/2 − ln lnn+ ln 4π
2(2 lnn)1/2 + o

(
(lnn)−1/2

)
cn = a (dn) ∼ (2 lnn)−1/2

有：
√
2 lnn

(
Mn −

√
2 lnn+

ln lnn+ ln 4π
2(2 lnn)1/2

)
d−→ Λ (3.40)
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从图像查看最大值的依分布收敛特性：正态 VS Gumbel

Page 146，Fig 3.3.30，上半部分 68/91



使用 Gumbel分布近似多个正态变量最大值的相对误差

Page 146，Fig 3.3.30，下半部分 69/91



矩的存在性

Corollary 3.3.32: Existence of moments
X 有 F ∈ MDA(Λ)，具有有限右端点。那么 F̄ ∈ R−∞。特别地，
E (X+)

α
<∞ 存在。α > 0，其中 X+ = max(0, X)。
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3.4 The Generalised Extreme
Value Distribution and the
Generalised Pareto Distribution



动机

• 将三种极值分布归为一类（GEV）

• 寻找 mean excess 的极限分布（GPD）
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极值分布的 Jenkinson-von Mises表示

Definition 3.4.1: The generalised extreme value distribution (GEV)
定义如下累积分布函数：

Hξ(x) =

exp
{
−(1+ ξx)−1/ξ

}
if ξ ̸= 0

exp{− exp{−x}} if ξ = 0

其中 1+ ξx > 0。
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Remark: GEV

• 定义域：
x > −ξ−1 for ξ = α−1 > 0 · · · Fréchet
x < −ξ−1 for ξ = −α−1 < 0 · · · Weibull
x ∈ R for ξ = 0 · · · Gumbel

• 也把经过平移或放缩的后的随机变量 Hξ;µ,ψ 称为 GEV：
(x− µ)/ψ, µ ∈ R, ψ > 0
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MDA(Hξ)的表征

Theorem 3.4.5: Characterisation of MDA(Hξ)

对于 ξ ∈ R，下列命题等价：(a) F ∈ MDA(Hξ)

(b) 存在一个正的、可测函数 a(·)，对于 1+ ξx > 0，有：

lim
u↑xF

F̄ (u+ xa(u))

F̄ (u)
=

(1+ ξx)−1/ξ if ξ ̸= 0,
e−x if ξ = 0.

(3.42)

(c) 对于 x, y > 0, y ̸= 1，令 U(t) = F←
(
1− t−1

)
, t > 0，有：

lim
s→∞

U(sx)− U(s)

U(sy)− U(s)
=

xξ−1
yξ−1 if ξ ̸= 0
lnx
ln y

if ξ = 0
(3.43)

Page 158 74/91



Remarks: MDA(Hξ)的表征

• 式（3.42）还可被表示为如下 mean excess 的形式：

lim
u↑xF

P

(
X − u

a(u)
> x

∣∣∣∣ X > u

)
=

(1+ ξx)−1/ξ if ξ ̸= 0
e−x if ξ = 0

(3.45)

Definition 3.4.6: Excess distribution function, mean excess function
令 X 为随机变量，累积分布函数为 F，右端点为 xF。对于 u < xF，

Fu(x) = P (X − u ≤ x | X > u), x ≥ 0, (3.47)

为超过限额 u 的条件分布函数。Mean excess function 则为：

e(u) = E(X − u | X > u)
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Mean Excess的极限：广义帕累托分布

Definition 3.4.9: The generalised Pareto distribution（GPD）
定义累积分布函数 Gξ：

Gξ(x) =

1− (1+ ξx)−1/ξ if ξ ̸= 0,
1− e−x if ξ = 0,

(3.50)

其中，
x ≥ 0 if ξ ≥ 0,

0 ≤ x ≤ −1/ξ if ξ < 0.

Gξ 被称为标准广义帕累托分布（GPD）。
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Remarks：广义帕累托分布

• Gξ;ν,β，也就是 (x− ν)/β，是标准广义帕累托分布平移、放缩后的结果，
同样也被称为 GPD

• Gξ;0,β，即不平移，只放缩的分布十分重要，即：

Gξ,β(x) = 1−
(
1+ ξ

x

β

)−1/ξ
, x ∈ D(ξ, β) (3.51)

x ∈ D(ξ, β) =

[0,∞) if ξ ≥ 0
[0,−β/ξ] if ξ < 0
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不同 ξ下 GPD的密度函数（ξ越大，尾越厚）

Page 163，Fig 3.4.10 78/91



不同 ξ下 GPD的密度函数（ξ越大，尾越厚，cont’d）

Page 164，Fig 3.4.12 79/91



不同 ξ下 GPD的密度函数

Page 163，Fig 3.4.11 80/91



GPD密度函数的可视化
相关 R代码
library(shiny)

runUrl(”https://yuanzhuang.xyz/uploads/EVT/GPD.zip”)
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关于 GPD的一些结论

• EX <∞，如果 ξ < 1
• 假设 xi ∈ D(ξ, β), i = 1, 2，那么

Ḡξ,β (x1 + x2)

Ḡξ,β (x1)
= Ḡξ,β+ξx1 (x2) (3.53)

Page 165，Theorem 3.4.13(a)(c) 82/91



GPD与 GEV的关系

Theorem 3.4.13: Properties of GPD
假设 N 服从 Poi(λ)，与 iid 序列 (Xn) 相独立。(Xn) 服从 GPD 分布，参数
为 ξ and β。令 MN = max (X1, . . . , XN)。那么

P (MN ≤ x) = exp

{
−λ

(
1+ ξ

x

β

)−1/ξ}
= Hξ;µ,ψ(x),

其中 µ = βξ−1
(
λξ − 1

)
，其中 ψ = βλξ。

Page 165，Theorem 3.4.13(d) 83/91



3.5 Almost Sure Behaviour of
Maxima



结论概括

• 并没有像强大数定律那样的统一的定理

• 但有一些 a.s. 的结论
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部分最大值的最大 a.s.增长
Theorem 3.5.1 Characterisation of the maximal a.s. growth of partial
maxima
假设 (un) 非减，那么

P (Mn > un і.о.) = P (Xn > un i.o.) (3.54)

特别地，
P (Mn > un i.o.) = 0或 = 1

决定于
∞∑
n=1

P (X > un) <∞ 或 = ∞. (3.55)
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部分最大值的最小 a.s.增长
Theorem 3.5.2 Characterisation of the minimal a.s. growth of partial
maxima
假设 (un) 非减，且下列条件满足：

F̄ (un) → 0, (3.57)
nF̄ (un) → ∞. (3.58)

那么
P (Mn ≤ un i.o.) = 0 或 = 1

决定于
∞∑
F̄ (un) exp

{
−nF̄ (un)

}
<∞ 或 = ∞. (3.59)
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证明几乎处处收敛：上确界和下确界

Corollary 3.5.3: Characterisation of the upper and lower limits of maxima
(a) 假设序列 un(ϵ) = cn(1+ ϵ) + dn, n ∈ N 对于所有 ϵ ∈ (−ϵ0, ϵ0) 非减。那
么关系

∞∑
n=1

F̄ (un(ϵ)) <∞ 或 = ∞

决定于 ϵ ∈ (0, ϵ0) 或 ϵ ∈ (−ϵ0, 0)。这表示：

lim sup
n→∞

c−1n (Mn − dn) = 1 a.s.
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证明几乎处处收敛：上确界和下确界 (cont’d)

Corollary 3.5.3: Characterisation of the upper and lower limits of maxima
(b) 假设序列 un(ϵ) = cn(1+ ϵ) + dn, n ∈ N 是非减序列且对于所有
ϵ ∈ (−ϵ0, ϵ0) 满足 (3.57)，(3.58)。那么下列关系

∞∑
n=1

F̄ (un(ϵ)) exp
{
−nF̄ (un(ϵ))

}
<∞ 或 = ∞

决定于 ϵ ∈ (−ϵ0, 0) 或 ϵ ∈ (0, ϵ0)。这表示：

lim inf
n→∞

c−1n (Mn − dn) = 1 a.s.
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正态分布最大值的几乎处处收敛特性

• limn→∞
Mn√
2 lnn = 1 a.s.

Page 174-176 89/91



指数尾分布最大值的几乎处处收敛特性

• F̄ (x) ∼ Ke−ax, x→ ∞
• limn→∞

Mn

lnn
= 1

a
a.s.

Page 176-178，证明概览见讲义 90/91



均匀分布最大值的几乎处处收敛特性

• Mn
a.s.−→ 1
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Thanks!
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